Un algoritmo lineal para el problema de la k-upla dominacion en grafos web
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Dados un grafo G con conjunto de vértices V(G) y k € N,
E<min{dv): veV(G)}+1, D C V(G) esun
conjunto k-upla dominante en GG si

IN[v]ND| >k VYveV(Q).

N |v] : vecindad cerrada del vértice v

k=2
D = {U37 U4} D = {vla U3, US}
Problema de la k-upla dominacién (PkUD), k € N fijo

Dado G, el problema consiste en hallar
Yxk(G) = min {|D| : D es conjunto k-upla dominante en G'}

[Harary & Haynes, 2000].
@ NP-Completo, aln en grafos cordales [Liao & Chang, 2003].

@ P1UD, lineal en grafos arco-circulares [Hsu & Tsai, 1991].
@ Complejidad no conocida de PEUD en grafos arco-circulares para k > 2.

Una subclase de grafos arco-circulares:

Grafo web: W™ n,meN m>1, n >2m+ 1.
V(W) = {v, v, -+ ,0nt.

E(W,'T) = {’U{Uj . j =1

[ (modn),le{1,---,m} }.
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PkUD en grafos web W'": Antecedentes

Teorema [Argiroffo, Escalante & Ugarte, 2010]
nmeN: n=c2m+1)+r, ceN, 0<r<2m.
2c, r=20
@ Yx2(W™) =< 2¢c+ 1, 0<r<m
2c+2, m+1<7r<2m.

n
° k < vk (WM < ke VYV k< 2m.
[2m+1J—7X’“( W) S [2m+11 =

Teorema [Dobson, Leoni & Lopez Pujato, 2019]
nmeN: n=c2m+1)+r, ceN, 0<r < 2m.

, V k<2m+ 1.

Ve (W) = {2m + 11

Objetivo: Dado W', presentar un algoritmo que devuelve un
conjunto k-upla dominante en W' de tamaio v, (W'™).

Notacion:

nmeN: n=c2m+1)+r, ceN, 0<r<2m,
M :=med(2m+1,7), [L,z]y:={z€eN: 1< 2z<=z}.
e Paracadaz € [1, My :

2] ,; — clase de equivalencia de ¢ médulo M,
S; = [Z]M N |1, ’I”L]N.

Lema

o {Si},?il es una particion de [1, n]y .

n
Olsz‘:M VZG[]_,M]N.

Ildentificamos:

] ES; > Vnyj € V(W,,T) (suma mod m en los subindices, en [1,n]).

Corolario

M = sy . - n
{S;}:” . es una particion de V(W '™) en conjuntos de tamafo —.
i " M

Ejemplo sobre V(W) :
2m+1=9,r =6, mcd(9,6) =3 = M.

S, = [1], N [1,15], = {1,4,7,10,13}
2], N [1,15], = {2,5,8,11, 14}
S; = [3], N [1,15], = {3,6,9,12,15}
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Propiedades de los conjuntos de la particion de V(W'™):

Dado W™, para cada v € V(W™) y cada 7 € [1, M| se tiene
N [v] N S;| =1, i.e. S; es conjunto l-upla dominante de W',
donde 2m +1=IM,6 [ € N.

N

Proposicion 2:
Dados W' y | € N tal que 2m + 1 = [M, se tiene
n

’Yxl(WqT) — M

Proposicion 3:
Para cada 7 € [1, My se tiene

S; = L

te[0, n/M—1]y

{we[l,n:w=14+t2m+1) (Mmodn)}.

Definicion: parat, 7 € V(W™), jes l-contiguoai si

j=t1+2m -+ 1 (mod n).

@ La 1-contiguidad induce en cada S; un ordenamiento tal que,
empezando por 2, cada vértice se obtiene del anterior, como un
«movimiento circular» de 2m -+ 1 posiciones.

@ Procedimiento PROC(n,m,i) — devuelve (S;) (S; con el
ordenamiento).

Procedimiento DOM (n, m, (S;), o) — devuelve un conjunto c-upla dominante en
Whdondeae N, a<ly 2m+1=IM.

t = 0 .. (indica cudl fue el iltimo elemento incorporado a D segiin (S;)).

h=1

DIV (n, 2m + ]_) ....(obtiene el resto r de la division entera).

M = mecd(2m + 1,7)

D=1

n
mientras h S a N\ 1 S M ...(h indica que D serd un conjunto h-upla dominante en W' ).

1=t+ 1 ...(indica cudl serd el proximo elemento a incorporar a D segtin (S;) ).

. j : n
mlentrassi+2m<n A ’LSM
D =DuU{s/}
1 =1+ 1. Fin
D =DuU{s}}
h=h-+1
t =12 Fin

Fin Procedimiento

ALGORITMO: Conjunto k-upla dominante minimo en W™ (k-fijo)

Entrada: n € N, m € Nconn > 2m + 1.
Salida: Un conjunto k-upla dominante minimo D en W™,

1: DIV(n,2m + 1) y obtener resto 7.

2: M := mecd(2m + 1, 7).

3: DIV(2m + 1, M) y obtener cociente [.

4: PROC(n,m, 1) y obtener (S7).

5: Si k < [ luego D =DOM(n, m, (S1), k).

sino (k > [) hacer DIV (k,1) y obtener cociente c y resto 7.

D= DOM(n,m, (S,),r) UPROC(n,m,2) U..- U PROC(n,m,c+1).

c+1
D = DOM(n,m, (S1),7) U | | S;.
1=2
ALGORITMO LINEAL.

Aplicando el algoritmo en Wi

7><k(W145) D
Yx1(Wis) = 2 {vs, v14}
Yx2(W) =4 {vs, V14, Vs, V2 }
Yx3(Wi) =5 {vs, V14, Vg, V2, V11 }
’Y><4(W145) =7 {’05, V14, U8y U2, V114 Vs, 015}
’Y><5(W145) =9 {vs, V14, Vs, V2, V11, Vs, V15, Vg, U3 }
vx6(Wis) = 10 {vs, v14, Vs, V2, V11, V6, V15, Vg, U3, V12 }
Yx7 (W) = 12 {vs, V14, Vg, V2, V11, V6, Vis, Vg, U3y V12, U7y U1 }
Yxs(Wis) = 14 {vs, V14, Us, V2, V11, Vg, V15, Vg, V3, V12, U7y V1, V10, Vst
'7><9(W145) =15 V(W145)
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