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1- Facultad de Ciencias Exactas Ingenieŕıa y Agrimensura. Universidad Nacional de Rosario, Argentina.
2- Consejo Nacional de Investigaciones Cient́ıficas y Técnicas, Argentina.

( mpdobson@fceia.unr.edu.ar, valeoni@fceia.unr.edu.ar, lpujato@fceia.unr.edu.ar )

9th Latin American Workshop on Cliques in Graphs in conjunction with Discrete Mathematics and Applications Workshop 2020
espacio

Dados un grafo G con conjunto de vértices V (G) y k ∈ N,
k ≤ min {d(v) : v ∈ V (G)}+ 1, D ⊆ V (G) es un
conjunto k-upla dominante en G si

|N [v] ∩D| ≥ k ∀v ∈ V (G).

N [v] : vecindad cerrada del vértice v
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D = {v3, v4} D = {v1, v3, v5}

Problema de la k-upla dominación (PkUD), k ∈ N fijo
Dado G, el problema consiste en hallar

γ×k(G) = min {|D| : D es conjunto k-upla dominante en G}
[Harary & Haynes, 2000].

NP-Completo, aún en grafos cordales [Liao & Chang, 2003].

P1UD, lineal en grafos arco-circulares [Hsu & Tsai, 1991].

Complejidad no conocida de PkUD en grafos arco-circulares para k ≥ 2.

Una subclase de grafos arco-circulares:

Grafo web: Wm
n n,m ∈ N m ≥ 1, n ≥ 2m+ 1.

V (Wm
n ) = {v1, v2, · · · , vn}.

E(Wm
n ) = {vivj : j ≡ i± l (mod n) , l ∈ {1, · · · ,m} } .
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PkUD en grafos web Wm
n : Antecedentes

Teorema [Argiroffo, Escalante & Ugarte, 2010]

n,m ∈ N : n = c(2m+ 1) + r, c ∈ N, 0 ≤ r ≤ 2m.

γ×2(W
m
n ) =

 2c, r = 0
2c+ 1, 0 < r ≤ m
2c+ 2, m+ 1 ≤ r ≤ 2m.

k

⌊
n

2m+ 1

⌋
≤ γ×k(Wm

n ) ≤ k
⌈

n

2m+ 1

⌉
, ∀ k ≤ 2m.

Teorema [Dobson, Leoni & Lopez Pujato, 2019]

n,m ∈ N : n = c(2m+ 1) + r, c ∈ N, 0 ≤ r ≤ 2m.

γ×k(W
m
n ) =

⌈
kn

2m+ 1

⌉
, ∀ k ≤ 2m+ 1.

Objetivo: Dado Wm
n , presentar un algoritmo que devuelve un

conjunto k-upla dominante en Wm
n de tamaño γ×k(Wm

n ).

Notación:
n,m ∈ N : n = c(2m+ 1) + r, c ∈ N, 0 ≤ r ≤ 2m,
M := mcd (2m+ 1, r) , [1, x]N := {z ∈ N : 1 ≤ z ≤ x} .
• Para cada i ∈ [1,M ]N :

[i]M → clase de equivalencia de i módulo M,

Si := [i]M ∩ [1, n]N.

Lema
{Si}Mi=1 es una partición de [1, n]N .

|Si| =
n

M
∀ i ∈ [1,M ]N .

Identificamos:

j ∈ Si↔ vm+j ∈ V (Wm
n ) (suma mod n en los sub́ındices, en [1, n]).

Corolario

{Si}Mi=1 es una partición de V (Wm
n ) en conjuntos de tamaño

n

M
.

Ejemplo sobre V (W 4
15) :

2m+ 1 = 9, r = 6 , mcd(9, 6) = 3 = M .

S1 = [1]3 ∩ [1, 15]N = {1, 4, 7, 10, 13}
S2 = [2]3 ∩ [1, 15]N = {2, 5, 8, 11, 14}
S3 = [3]3 ∩ [1, 15]N = {3, 6, 9, 12, 15}
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Propiedades de los conjuntos de la partición de V (Wm
n ):

Proposición 1:
Dado Wm

n , para cada v ∈ V (Wm
n ) y cada i ∈ [1,M ]N se tiene

|N [v] ∩ Si| = l, i.e. Si es conjunto l-upla dominante de Wm
n ,

donde 2m+ 1 = lM , l ∈ N.

Proposición 2:
Dados Wm

n y l ∈ N tal que 2m+ 1 = lM , se tiene

γ×l(W
m
n ) =

n

M
.

Proposición 3:
Para cada i ∈ [1,M ]N se tiene

Si =
⋃

t∈[0, n/M−1]N

{w ∈ [1, n] : w ≡ i+ t(2m+ 1) (mod n)} .

Definición: para i, j ∈ V (Wm
n ), j es 1-contiguo a i si

j ≡ i+ 2m+ 1 (mod n).

La 1-contiguidad induce en cada Si un ordenamiento tal que,
empezando por i, cada vértice se obtiene del anterior, como un
((movimiento circular)) de 2m+ 1 posiciones.

Procedimiento PROC(n,m,i)→ devuelve 〈Si〉 (Si con el
ordenamiento).

Procedimiento DOM (n, m, 〈Sj〉, α)→ devuelve un conjunto α-upla dominante en
Wm

n donde α ∈ N, α ≤ l y 2m+ 1 = lM .
t = 0 ....(indica cuál fue el último elemento incorporado a D según 〈Sj〉).

h = 1
DIV (n, 2m+ 1) ....(obtiene el resto r de la división entera).

M = mcd(2m+ 1, r)
D = ∅
mientras h ≤ α ∧ i ≤

n

M
....(h indica que D será un conjunto h-upla dominante en Wm

n ).

espacio i = t+ 1 ....(indica cuál será el próximo elemento a incorporar a D según 〈Sj〉).

espacio mientras sji + 2m < n ∧ i ≤
n

M
espacio D = D ∪ {sji}
espacio i = i+ 1. Fin

espacio D = D ∪ {sji}
espacio h = h+ 1
espacio t = i. Fin

Fin Procedimiento

ALGORITMO: Conjunto k-upla dominante ḿınimo en Wm
n (k-fijo)

Entrada: n ∈ N, m ∈ N con n ≥ 2m+ 1.

Salida: Un conjunto k-upla dominante ḿınimo D en Wm
n .

1: DIV(n, 2m+ 1) y obtener resto r.

2: M := mcd(2m+ 1, r).

3: DIV(2m+ 1,M) y obtener cociente l.

4: PROC(n,m, 1) y obtener 〈S1〉.
5: Si k ≤ l luego D =DOM(n, m, 〈S1〉, k).

sino (k > l) hacer DIV(k, l) y obtener cociente c̃ y resto r̃.

D= DOM(n,m, 〈S1〉, r̃) ∪ PROC(n,m, 2) ∪ · · · ∪ PROC(n,m, c̃+ 1).

D = DOM(n,m, 〈S1〉 , r̃) ∪
c̃+1⋃
i=2

Si.

ALGORITMO LINEAL.

Aplicando el algoritmo en W 4
15
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γ×k(W
4
15) D

γ×1(W
4
15) = 2 {v5, v14}

γ×2(W
4
15) = 4 {v5, v14, v8, v2}

γ×3(W
4
15) = 5 {v5, v14, v8, v2, v11}

γ×4(W
4
15) = 7 {v5, v14, v8, v2, v11, v6, v15}

γ×5(W
4
15) = 9 {v5, v14, v8, v2, v11, v6, v15, v9, v3}

γ×6(W
4
15) = 10 {v5, v14, v8, v2, v11, v6, v15, v9, v3, v12}

γ×7(W
4
15) = 12 {v5, v14, v8, v2, v11, v6, v15, v9, v3, v12, v7, v1}

γ×8(W
4
15) = 14 {v5, v14, v8, v2, v11, v6, v15, v9, v3, v12, v7, v1, v10, v4}

γ×9(W
4
15) = 15 V (W 4

15)
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